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Вступ
Многочлени декiлькох змiнних є природнiм узагальненням многочленiв
однiєї змiнної. По вiдношенню до операцiй додавання та множення, якi ви-
никають при цьому узагальненнi, множина многочленiв декiлькох змiнних,
як i множина многочленiв однiєї змiнної, утворює кiльце. Багато iнших ал-
гебраїчних властивостей многочленiв однiєї змiнної залишаються незмiн-
ними й у випадку декiлькох змiнних. Це, насамперед, властивостi степе-
ня та факторiальнiсть кiльця, тобто властивiсть многочленiв розкладати-
ся у добуток незвiдних множникiв єдиним чином. Але виникають суттєвi
вiдмiнностi: кiльце многочленiв декiлькох змiнних не є кiльцем головних
iдеалiв, у ньому неможливе (принаймнi в загальному випадку) дiлення з
остачею; на множинi одночленiв декiлькох змiнних має бути введеним вiд-
ношення порядку задля того, щоб розташовувати за цим порядком члени
многочлена, тощо.
Для многочлена f(x1, . . . , xn) важливим є порядок розташування його
змiнних. Змiнивши порядок, ми отримуємо iнший многочлен, хоча й не
обов’язково. Наприклад, якщо f(x, y) = x2 + y2, то многочлен f(y, x) спiв-
падає з многочленом f(x, y). Розгляд цього та подiбних прикладiв приво-
дить до необхiдностi вивчення симетрiї многочленiв.
Поняття симетрiї — одне з найбiльш змiстовних понять математики.
У загальному сенсi симетричнiсть об’єкта означає, що вiн залишається
незмiнним пiд дiєю деякої групи перетворень. У випадку многочленiв
декiлькох змiнних такою групою перетворень є група пiдстановок змiнних
многочлена. Тобто будь-яка перестановка змiнних симетричного многочле-
на не змiнює самого многочлена.
Симетричнi многочлени мають численнi застосування в алгебрi в першу
чергу завдяки тому, що природно виникають у формулах Вiєта. У числi
таких застосувань укажемо обчислення симетричних виразiв що мiстять
коренi рiвнянь, розв’язання симетричних систем рiвнянь, знаходження сте-
пеневих сум, позбавлення вiд iррацiональностi в знаменнику.
Метою цього навчально-методичного посiбника є надання допомоги сту-
дентам першого курсу, якi опановують поняття симетричного многочле-
на та вчаться застосовувати його на практицi. У посiбнику наведено ос-
новнi визначення та факти за темою «Симетричнi многочлени», а також
розв’язання типових прикладiв, запропоновано лiтературу для бiльш до-
кладного вивчення теми та самостiйної роботи. Посiбник мiстить 25 варiан-
тiв iндивiдуальних завдань для здiйснення модульного контролю за даною
темою.
Многочлени декiлькох змiнних
Визначення. Многочленом f(x1, x2, . . . , xn) вiд n змiнних x1, x2, . . . , xn
над полем K називається сума скiнченного числа рiзних мономiв вигляду
xk11 x
k2
2 · · ·x
kn
n , з коефiцiєнтами з поля K, де k1, k2, . . . , kn — цiлi невiд’ємнi
числа, тобто












2 · · ·x
kn
n ,
де ak1k2...kn ∈ K, N1, . . . , Nn — деякi цiлi невiд’ємнi числа.
Два многочлени вважають рiвними, якщо їхнi коефiцiєнти при однако-
вих мономах рiвнi.
Членом многочлена називають усякий його моном з коефiцiєнтом. Та-





2 · · ·x
kn
n .
Визначення. Cума k1 + k2 + · · · + kn називається степенем монома або
загальним степенем монома xk11 x
k2
2 · · ·x
kn
n многочлена f(x1, x2, . . . , xn).
Визначення. Найбiльший зi степенiв мономiв називається степенем мно-
гочлена за сукупнiстю змiнних або загальним степенем многочлена.
Многочлени нульового степеня, так само як у випадку многочленiв вiд
однiєї змiнної, — це вiдмiннi вiд нуля елементи поля K. Нуль також є мно-
гочленом, але степiнь його не визначається.
Приклад 1. Многочленом 6-го степеня вiд трьох змiнних є, наприклад,






























4 та 5 вiдповiдно.
Визначення. Якщо всi мономи многочлена мають однаковий степiнь m,
то такий многочлен називається однорiдним многочленом степеня m або
формою m-ого степеня. Форми степеня 1 називаються лiнiйними, а форми
степеня 2 — квадратичними.




2 вiд двох змiнних x1 та
x2 є однорiдним, тому що кожен його моном має степiнь 3. Многочлен




2+ · · ·+x
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n є квадратичною формою вiд n змiнних.
Степенем многочлена f(x1, x2, . . . , xn) по вiдношенню до однiєї зi змiн-
них xi або вiдносним степенем називається найвищий показник, з яким xi
входить до членiв цього многочлена (цей степiнь може бути й нульовим).











вiдношенню до змiнної x3 дорiвнює 2, а по вiдношенню до змiнної x1 сте-
пiнь дорiвнює 5.
На множинi мономiв вiд n змiнних визначений лексикографiчний поря-
док : моном xk11 x
k2
2 · · ·x
kn




2 · · ·x
ln
n , якщо
iснує таке j ≤ n− 1, що k1 = l1, . . . , kj−1 = lj−1, kj > lj .
Таким чином, iз двох мономiв xk11 x
k2






2 · · ·x
ln
n многочлена
f(x1, x2, . . . , xn), вищим вважатиметься той, у якого показник степеня x1
бiльше, а якщо цi показники рiвнi, то той, у якого показник степеня x2 бiль-
ше, i т. д. Тобто перший моном вищий за другий, якщо перша з ненульових
рiзниць ki − li, i = 1, 2, . . . , n додатна.
Члени многочлена порiвнюють так само, як i вiдповiднi їм мономи. Ви-
щим членом многочлена називають такий його член, який вищий за всi
iншi члени цього многочлена з точки зору лексикографiчного порядку.
Приклад 4. Запис многочлена















в лексикографiчному порядку буде мати вигляд:















Вищим членом даного многочлена є моном x51x3.
Сумою двох многочленiв f1(x1, x2, . . . , xn) й f2(x1, x2, . . . , xn) називаєть-
ся многочлен, коефiцiєнти якого отримано додаванням вiдповiдних коефi-
цiєнтiв f1 i f2. Якщо при цьому якийсь член входить лише до одного з
многочленiв, то вiн вважається таким, що входить i до iншого многочлена,
але з коефiцiєнтом, що дорiвнює нулю.
Добутком двох многочленiв f1(x1, x2, . . . , xn) й f2(x1, x2, . . . , xn) нази-
вається многочлен, отриманий почленним множенням f1 на f2, а потiм
зведенням подiбних членiв.
Щодо введених операцiй додавання й множення множина многочленiв
вiд змiнних x1, . . . , xn утворює комутативне кiльце з одиницею. Нулем цьо-
го кiльця є многочлен, усi коефiцiєнти якого дорiвнюють нулю, а одини-
цею — одиниця поля K. Зауважимо також, що зазначена вище побудова
кiльця многочленiв вiд декiлькох змiнних еквiвалента iндуктивнiй побу-
довi кiльця K[x1, x2, . . . , xn]. Дiйсно, якщо розглянути кiльце многочленiв
K[x1, . . . , xn−1] як кiльце коефiцiєнтiв для многочленiв вiд однiєї змiнної
xn, то кiльце K[x1, . . . , xn−1][xn] є iзоморфним кiльцю K[x1, x2, . . . , xn].
За аналогiєю з теорiєю многочленiв однiєї змiнної справедлива наступна
лема.
Лема 5. Вищий член добутку многочленiв дорiвнює добутку вищих
членiв многочленiв.
Звiдси зокрема випливає :
Наслiдок 6. Степiнь добутку вiдмiнних вiд нуля многочленiв (за сукуп-
нiстю змiнних) дорiвнює сумi степенiв цих многочленiв.
Зазначимо, що добуток двох ненульових многочленiв не може бути ну-
лем, отже, кiльце многочленiв вiд n змiнних не мiстить дiльникiв нуля. Ця
властивiсть кiльця многочленiв збережеться, якщо множиною коефiцiєнтiв
многочленiв вибрати не поле, а цiлiсне комутативне кiльце з одиницею.
Симетричнi многочлени
Визначення. Многочлен f(x1, x2, . . . , xn) називається симетричним, як-
що вiн не змiнюється за жодної перестановки змiнних, тобто для кожної
пiдстановки n елементiв τ =
(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in
)
виконується рiвнiсть
f(x1, x2, . . . , xn) = f(xi1 , xi2 , . . . , xin).




2, f2(x1, x2) = (x1 + x2)
2,




2 + · · · + x
2
n є симетричними, а многочлен




2 не є симетричним, оскiльки, замiна x1 на x2, а x2




1 6= g(x1, x2).
Неважко переконатися в тому, що сума й добуток симетричних мно-
гочленiв є симетричними, а, отже, симетричнi многочлени вiд змiнних
x1, . . . , xn утворюють пiдкiльце в кiльцi K[x1, . . . , xn].
Визначення. Елементарними (основними) симетричними многочленами












xixjxk = x1x2x3 + x1x2x4 + · · ·+ xn−2xn−1xn;
· · ·
σn = x1x2 · · ·xn.
Очевидно, степiнь многочлена σk дорiвнює k (1 ≥ k ≥ n). Зазначимо, що
кiлькiсть доданкiв многочлена σk дорiвнює C
k
n.
Теорема 8 (Вiєта). Нехай g(x)= anx
n+an−1x
n−1 + · · ·+a1x+a0 — мно-
гочлен з коефiцiєнтами з поля K вiд змiнної x, причому x1, x2, . . . , xn —
його коренi. Тодi справедливi наступнi формули:













Справедлива також теорема, обернена до теореми Вiєта:
Теорема 9. Нехай
σ1(x1, x2, . . . , xn) = b1,
σ2(x1, x2, . . . , xn) = b2,
. . .
σn(x1, x2, . . . , xn) = bn
є значеннями елементарних симетричних многочленiв на деякому наборi




n−2 + · · ·+ (−1)nbn має своїми коренями набiр x1, x2, . . . , xn.
Приклад 10. Знайти розв’язки рiвняння x20 − 20x19 + · · ·+ 1 = 0.
Перед нами рiвняння 20 степеня, в силу основної теореми алгебри
воно має рiвно 20 коренiв (деякi з них можуть бути комплексними).
Нехай x1, x2, . . . , xn — коренi рiвняння, тодi за теоремою Вiєта маємо
σ1 = x1 + x2 + · · · + xn = 20, σ20 = x1x2 · · ·xn = 1. Зауважимо, що се-
реднє арифметичне коренiв дорiвнює їх середньому геометричному, тому
x1 = x2 = · · · = xn, але оскiльки сума 20 однакових доданкiв дорiвнює 20,
то x1 = x2 = · · · = xn = 1.
Основна теорема про симетричнi многочлени
Теорема 11. Кожен симетричний многочлен вiд змiнних x1, x2, . . . , xn
над полем K можна представити у виглядi многочлена вiд елементарних
симетричних многочленiв над полем K. Такий вигляд єдиний.
Щоб знайти вираз даного симетричного многочлена через елементарнi,
потрiбно виконати наступнi дiї:
1. Розбити многочлен на однорiднi частини (тобто згрупувати всi члени
многочлена, що мають однаковий степiнь за сукупнiстю змiнних).
2. Виразити кожну однорiдну частину через елементарнi многочлени ок-
ремо, а для цього
(a) знайти вищий член однорiдної частини (Axk11 x
k2
2 · · ·x
kn
n );
(b) виписати набiр показникiв k1, k2, . . . , kn i скласти всi можливi
набори чисел l1 ≥ l2 ≥ l3 ≥ · · · ≥ ln, таких що сума l1+l2+· · ·+ln




2 · · ·x
ln
n
не вище монома xk11 x
k2
2 · · ·x
kn
n ;
(c) для кожного набору l1, l2, . . . , ln скласти добуток
σl1−l21 σ
l2−l3





(d) однорiдну частину прирiвняти сумi побудованих таким чином
добуткiв з невизначеними коефiцiєнтами;
(e) коефiцiєнт при добутку
σk1−k21 σ
k2−k3





взяти рiвним старшому коефiцiєнту однорiдної частини, тобто
A; iншi коефiцiєнти знайти, надаючи рiзними способами числовi
значення змiнним x1, x2, . . . , xn.
Приклад 12. Виразити через основнi симетричнi многочлени многочлен




















Даний многочлен є однорiдним многочленом 4-го степеня, тому розби-
вати його на однорiднi частини не треба, вищий член даного многочлена —
це доданок −x31x2, тобто k1 = 3, k2 = 1, k3 = 0, k1 + k2 + k3 = 4.
Можливi наступнi варiанти для l1, l2, l3 : (3, 1, 0), (2, 2, 0), (2, 1, 1).
Складемо таблицю з можливих наборiв показникiв та вiдповiдних до-
буткiв елементарних многочленiв:
Показники степенiв
x1 x2 x3 σ1 σ2 σ3 Добутки
3 1 0 2 1 0 σ21σ2
2 2 0 0 2 0 σ22
2 1 1 1 0 1 σ1σ3
Прирiвняємо f сумi побудованих добуткiв з невизначеними коефiцiєн-
тами, з огляду на те, що старший коефiцiєнт f дорiвнює −1. Одержимо





Визначимо коефiцiєнти a та b, надаючи числовi значення змiнним
x1, x2, x3. Наприклад, на наборi значень x1 = 1, x2 = −1, x3 = 0 маємо
: f(x1, x2, x3) = 2, а оскiльки σ1 = 0, σ2 = −1, σ3 = 0, то f(σ1, σ2, σ3) =
a(−1)2, звiдки a = 2. Цi дiї, а також подальшi обчислення зручно записати
в таблицю:
Значення змiнних Значення
x1 x2 x3 σ1 σ2 σ3 f(x1, x2, x3) коефiцiєнта
1 −1 0 0 −1 0 2 = a(−1)2 a = 2
1 1 1 3 3 1 −3 = −27 + 18 + 3b b = 2
Остаточно одержуємо f = −σ21σ2 + 2σ
2
2 + 2σ1σ3.
Приклад 13. Знайти значення симетричної функцiї










де x1, x2, x3 — коренi рiвняння x
3 − 2x+ 5 = 0.
Зауважимо, що нам не треба знаходити коренi x1, x2, x3 рiвняння, даного
в умовi задачi.
Зведемо доданки у виразi функцiї f до спiльного знаменника:
f(x1, x2, x3) =
(x21 + 1)x1 + (x
2





Виразимо чисельник та знаменник отриманого дробу через елементарнi
симетричнi многочлени. Очевидно, що знаменник дорiвнює σ3. Позначи-
мо неоднорiдний многочлен у чисельнику через g(x1, x2, x3) та розiб’ємо в
суму однорiдних доданкiв:













Вищий член суми третiх степенiв дорiвнює x31, а таблиця показникiв має
вигляд:
Показники степенiв
x1 x2 x3 σ1 σ2 σ3 Добутки
3 0 0 3 0 0 σ31
2 1 0 1 1 0 σ1σ2
1 1 1 0 0 1 σ3






1 + aσ1σ2 + bσ3. Виконаємо пiдстановку значень
змiнних x1, x2, x3 до отриманої рiвностi:
Значення змiнних







1 1 0 2 1 0 2 = 8 + 2a⇒ a = −3
1 1 1 3 3 1 3 = 27− 3 · 3 · 3 + b⇒ b = 3






1 − 3σ1σ2 + 3σ3.






1 − 2σ2. Таким чином,
f =





За теоремою Вiєта визначимо значення елементарних симетричних мно-
гочленiв σ1, σ2, σ3 вiд коренiв рiвняння x
3 − 2x + 5 = 0. Маємо: σ1 = 0,
σ2 = −2, σ3 = −5. Пiдставляючи цi значення у вираз для f , знаходимо




Визначення. Симетричний многочлен вiд змiнних x1, x2, . . . , xn, всi чле-
ни якого можуть бути отриманi з одного шляхом перестановок змiнних
x1, x2, . . . , xn, називається моногенним многочленом.
Зауважимо, що коли xk11 x
k2
2 · · ·x
kn
n — вищий член моногенного много-
члена, то цей многочлен зазвичай позначається через S(xk11 x
k2





2 · · ·x
kn
n + · · · .
Приклад 14. Моногенним многочленом вiд трьох змiнних є, наприклад,













в прикладi 7 многочлени f1, f2 є моногенними, а многочлен f3 не є таким.
Приклад 15. Виразити f(x1, x2, . . . , xn) = S(x
2
1x2) через елементарнi си-
метричнi многочлени.
Зауважимо, що f — моногенний многочлен вiд n змiнних,
f(x1, x2, . . . , xn) =




2x1 + · · ·+ x
2
2xn + · · ·+ x
2
nx1 + · · ·+ x
2
nxn−1 =
= x21x2 + · · · .
Вищий член многочлена дорiвнює x21x2, далi виписуємо набори показникiв
i складаємо таблицю:
Показники степенiв
x1 x2 x3 · · · xn σ1 σ2 σ3 σ4 · · · σn Добутки
2 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 σ1σ2
1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 σ3
Отже, f = σ1σ2 + aσ3. Виконаємо пiдстановку значень змiнних
x1, x2, . . . , xn до отриманої рiвностi:
Значення змiнних
x1 x2 x3 x4 · · · xn σ1 σ2 σ3 f(x1, x2, . . . , xn)
1 1 1 0 0 0 3 3 1 6 = 3 · 3 + a⇒ a = −3
Остаточно одержуємо, що f(x1, x2, . . . , xn) = σ1σ2 − 3σ3.
Зазначимо, що найбiльш зручними пiдстановками змiнних для моноген-
них многочленiв є набори значень, що складаються з нулiв та одиниць.
Степеневi суми, формули Ньютона





2 + · · ·+ x
k
n, k ∈ N.
Приклад 16. Запишемо декiлька перших степеневих сум:











2 + · · ·+ x
3




2 + · · ·+ x
4
n.
Зв’язок мiж степеневими сумами та елементарними симетричними мно-
гочленами встановлюють формули Ньютона:
1. Для випадку k ≤ n:
sk − sk−1σ1 + sk−2σ2 − · · ·+ (−1)
k−1s1σk−1 + (−1)
kkσk = 0.
2. Для випадку k > n:
sk − sk−1σ1 + sk−2σ2 − · · ·+ (−1)
nsk−nσn = 0.
За допомогою цих формул можна послiдовно знаходити вирази для сте-
пеневих сум через елементарнi симетричнi многочлени або вирази для еле-
ментарних многочленiв через степеневi суми. Формули є рекурентними,
тому досить складними для використання, адже для того, щоб виразити,
наприклад, s15, спочатку маємо знайти вирази для s1, s2, s3, . . . , s14.
Розглянемо приклади.
Приклад 17. Виразити степеневi суми s2 та s3 вiд двох змiнних через
елементарнi симетричнi многочлени.
При n = 2 формули Ньютона дають рiвностi s2−σ1s1+2σ2 = 0 i s3−σ1s2+
+σ2s1 = 0, звiдки
s2 = σ
2
1 − 2σ2, s3 = σ1(σ
2
1 − 2σ2)− σ2σ1 = σ
3
1 − 3σ1σ2.
Порiвняйте цi формули iз формулами, знайденими у прикладi 13.
Приклад 18. Скласти рiвняння найменшого степеня, коренями якого є
куби коренiв квадратного рiвняння x2 + 6x+ 10 = 0.
Нехай x1, x2 — коренi даного рiвняння. Складемо нове рiвняння t
2+ bt+
c = 0, коренями якого будуть числа t1 = x
3
1, t2 = x
3
2. Шукане рiвняння
записано зведеним рiвнянням другого степеня (оскiльки коренiв у нього
повинно бути 2) з невизначеними коефiцiєнтами. Завдання полягає в тому,
щоб знайти цi коефiцiєнти.
За теоремою Вiєта для даного в умовi рiвняння σ1 = x1 + x2 = −6,
σ2 = x1x2 = 10, тому одержуємо ланцюжок рiвностей:




2 = s3 = σ
3
1 − 3σ1σ2 = −216− 3 · (−6) · 10 = −36,





3 = σ32 = 1000. Для знаходження s3 ми
скористалися формулою, одержаною у прикладi 17.
Шукане рiвняння має вигляд: t2 + 36t+ 1000 = 0.
Приклад 19. Знайти суму восьмих степенiв коренiв рiвняння
x3 − 2x+ 3 = 0.





3. З умови задачi знаходимо σ1 = 0, σ2 = −2, σ3 = −3. Скористаємося
другою формулою Ньютона, у нашому випадку при k = 8, n = 3 вона
матиме вигляд: s8−s7σ1+s6σ2−s5σ3 = 0. Пiдставимо вiдомi значення для
σ та одержимо, що s8 = 2s6 − 3s5.
Далi зауважимо, що за другою формулою Ньютона
s6 − s5σ1 + s4σ2 − s3σ3 = 0, s5 − s4σ1 + s3σ2 − s2σ3 = 0.
Звiдси s6 = 2s4 − 3s3, s5 = 2s3 − 3s2.
Пiдставимо вирази для s5, s6 у вираз для s8 та одержимо
s8 = 4s4 − 12s3 + 9s2.
Далi, за другою формулою Ньютона s4 − s3σ1 + s2σ2 − s1σ3 = 0, а за
першою формулою Ньютона s3− s2σ1 + s1σ2− 3σ3 = 0, s2− s1σ1 +2σ2 = 0,
звiдки, з урахуванням s1 = σ1 = 0, маємо: s4 = 2s2, s3 = −9, s2 = 4.
Повертаючись до s8, одержуємо s8 = 8s2 − 12s3 + 9s2 = 17s2 − 12s3 = 176.
Вiдповiдь: 176.
Формули Варiнга
Оскiльки степеневi суми є симетричними многочленами, то кожну су-
му можна виразити через елементарнi симетричнi многочлени, але не
обов’язково це робити за допомогою формул Ньютона.
Наступнi двi формули виражають многочлени sk (k = 1, 2, 3, . . . ) через
набiр многочленiв σ1, σ2, . . . , σn та навпаки.
Перша формула Варiнга:
sk = kΣ(−1)




2 · · ·σ
λn
n
λ1! · · ·λn!
,
де пiдсумовування береться по всiх невiд’ємних наборах цiлих чисел
λ1, λ2, . . . , λn iз властивiстю λ1 + 2λ2 + · · ·+ nλn = k.
Приклад 20. Виразимо s4. При k = 4 необхiдно взяти наступнi набори:
1. λ1 = 4, λ2 = λ3 = · · · = λn = 0;
2. λ1 = 2, λ2 = 1, λ3 = · · · = λn = 0;
3. λ1 = λ3 = 1, λ2 = λ4 = · · · = λn = 0;
4. λ2 = 2, λ1 = λ3 = · · · = λn = 0;
5. λ1 = λ2 = λ3 = 0, λ4 = 1, λ5 = · · · = λn = 0;





















= σ41 − 4σ
2
1σ2 + 4σ1σ3 + 2σ
2
2 − 4σ4.
Навпаки, елементарнi симетричнi многочлени вiд n змiнних можна вира-
зити через степеневi суми за допомогою другої формули Варiнга:
σk = Σ
(−1)λ1+···+λk+k
1λ12λ2 · · · kλkλ1! · · ·λn!
sλ11 · · · s
λk
k ,
де пiдсумовування проводиться по тим самим наборам чисел λj , що й у
першiй формулi Варiнга.
Приклад 21. Виразимо σ3.
При k = 3 необхiдно взяти наступнi набори:
1. λ1 = 3, λ2 = λ3 = · · · = λn = 0;
2. λ1 = 1, λ2 = 1, λ3 = · · · = λn = 0;


















Розв’язання систем рiвнянь та iншi застосування
Факти з теорiї симетричних многочленiв допомагають розв’язувати де-
якi системи алгебраїчних рiвнянь, а саме такi системи, до яких змiннi
входять симетрично. У цьому випадку пiдходяща замiна змiнних систе-
ми через елементарнi симетричнi многочлени сильно спрощує подальше
розв’язання. Далi в прикладах розглядатимуться системи алгебраїчних
рiвнянь iз двома й трьома невiдомими.
Приклад 22. Розв’яжемо систему:
{
x2 + y = 5;
x6 + y3 = 65.
Зауважимо, що змiннi x та y входять до системи несиметрично. Щоб
це виправити, зробимо замiну x2 = u y = v. Пiсля такої замiни одержимо
систему {
u+ v = 5;
u3 + v3 = 65,
у яку змiннi вже входять симетрично.
Введемо новi невiдомi σ1 = u + v, σ2 = uv, попередньо зазначивши, що





1 − 3σ2) = 65.
Пiдставляючи значення для σ1 у друге рiвняння, одержуємо σ2 = 4.





















Вiдповiдь: (1, 4), (−1, 4), (2, 1), (−2, 1).
Приклад 23. Розв’яжемо систему рiвнянь iз трьома невiдомими:

x+ y + z = 2;
(x+ y)(y + z) + (y + z)(z + x) + (z + x)(y + x) = 1;
x2(y + z) + y2(x+ z) + z2(x+ y) = −6.
Зауважимо, що змiннi входять до рiвняння системи симетричним чином,
однак перед замiною змiнних розкриємо дужки в другому та третьому
рiвняннях системи. Одержуємо:

x+ y + z = 2;
x2 + y2 + z2 + 3(xy + xz + yz) = 1;
x2y + x2z + y2x+ y2z + z2x+ z2y = −6.
Зробимо замiну змiнних σ1 = x+ y + z, σ2 = xy + xz + yz, σ3 = xyz.
Зазначимо, що першi два рiвняння системи легко записати за допомогою
нових змiнних: σ1 = 2, i σ
2
1 + σ2 = 1.
Для того щоб записати третє рiвняння системи в нових змiнних, вира-
зимо симетричний многочлен f = x2y + x2z + y2x + y2z + z2x + z2y через
елементарнi симетричнi. Вищим членом многочлена f є доданок x2y, тому
маємо наступну таблицю показникiв:
Показники степенiв
x y z σ1 σ2 σ3 Добутки
2 1 0 1 1 0 σ1σ2
1 1 1 0 0 1 σ3
Старший коефiцiєнт f дорiвнює 1, тому одержуємо f = σ1σ2 +Aσ3.
Для того щоб знайти коефiцiєнт A, виберемо набiр значень змiнних,
наприклад, покладемо x = y = z = 1. На такому наборi σ1 = σ2 = 3,
σ3 = 1, f(1, 1, 1) = 6. Для A одержуємо лiнiйне рiвняння 9 + A = 6, звiдки
A = −3.




σ21 + σ2 = 1;
σ1σ2 − 3σ3 = −6.
Бачимо, що система значно спростилася. Пiдставляючи спочатку зна-
чення σ1 у друге рiвняння, знаходимо, що σ2 = −3, далi, пiдставляючи
значення σ1 й σ2 у третє рiвняння, знаходимо, що σ3 = 0. З останнього
виходить, що x = 0 або y = 0, або z = 0, однак достатньо розв’язати си-
стему лише для одного випадку, а потiм виписати вiдповiдi, з огляду на
симетричнiсть входження змiнних до рiвнянь системи.
Отже, розглянемо випадок, коли x = 0. Тодi маємо
{
y + z = 2;
yz = −3.

































Вiдповiдь: (0, 3,−1), (0,−1, 3), (3, 0,−1), (−1, 0, 3), (−1, 3, 0), (3,−1, 0).
У наступнiй задачi знайдемо корiнь рiвняння, не розв’язуючи його без-
посередньо, а склавши еквiвалентну йому систему рiвнянь.
Приклад 24. Розв’язати рiвняння z4 + (1− z)4 = 1.
Виконаємо наступну замiну змiнних: z = x, 1 − z = y, тодi x4 + y4 = 1,
крiм того, x+ y = 1.
Маємо систему{
x4 + y4 = 1;
x+ y = 1.
Зробимо ще одну замiну змiнних: σ1 = x + y, σ2 = xy, тодi x
4 + y4 ви-
ражається через σ1, σ2 у такий спосiб: x












Пiдставляючи значення σ1 до першого рiвняння, одержуємо рiвняння
для σ2 : σ
2





































Повертаючись до змiнної z, одержуємо, що рiвняння z4 + (1 − z)4 = 1
















Формули Вiєта використовують також для позбавлення вiд iррацiональ-
ностi в знаменнику у виразах вигляду
f(α)
g(α)
, де ϕ(α) = 0,
а f, g, ϕ — деякi многочлени з коефiцiєнтами з поля K, причому α 6∈ K.




f(α1)g(α2) . . . g(αn)
g(α1)g(α2) . . . g(αn)
,
де α1 = α, α2, . . . , αn — усi коренi многочлена ϕ(x), якi розглядаються
в алгебраїчному замиканнi поля K. У такому виглядi знаменник дробу є
симетричним многочленом вiд коренiв α1, . . . , αn, а отже може бути вира-
жений за формулами Вiєта через коефiцiєнти многочлена ϕ, що належать
полю K.
Приклад 25. Позбавитися вiд iррацiональностi в знаменнику дробу α
α+1 ,
якщо α3 − 3α+ 1 = 0.
Нехай ϕ(x) = x3 − 3x + 1, а α1 = α, α2, α3 — його коренi, тобто ϕ(x) =




α(1 + α2)(1 + α3)
(1 + α1)(1 + α2)(1 + α3)
Зауважимо, що (1 + α1)(1 + α2)(1 + α3) = −ϕ(−1) = −3, отже, нам
залишається перетворити чисельник дробу таким чином, щоб вiн не мi-
стив α2, α3. Нехай ψ(x) — частка вiд дiлення ϕ(x) на x − α. Тодi ψ(x) =
x2 + αx+ (α2 − 3) = (x− α2)(x− α3), тому
(1 + α2)(1 + α3) = ψ(−1) = α
2 − α− 2.










(α3 − α2 − 2α) =
1
3
(α2 − α+ 1).
Iндивiдуальнi завдання
1. Скласти рiвняння найменшого степеня, коренями якого є y1, y2, y3.
2. Обчислити значення симетричної функцiї f(x1, x2, x3).
3. Знайти суму n−х степенiв коренiв даного рiвняння.
4. Виразити через елементарнi симетричнi многочлени даний симетрич-
ний многочлен.
5. Розв’язати систему рiвнянь над полем R.
Варiант 1
1. y1 = x
3
1, y2 = x
3
2, y3 = x
3
3, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 + ax2 + bx+ c = 0.









, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 − x2 + 4x− 3 = 0.
3. x3 − x2 + 2 = 0; n = 6.




x+ y + z = 2;
x2 + y2 + z2 = 6;
x3 + y3 + z3 = 8.
Варiант 2
1. y1 = x
3
1x2x3, y2 = x1x
3
2x3, y3 = x1x2x
3
3 , де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 + bx2 + cx+ d = 0.
2. f(x1, x2, x3) =
x21
(x2 + 1)(x3 + 1)
+
x22
(x1 + 1)(x3 + 1)
+
x23
(x1 + 1)(x2 + 1)
, де
x1, x2, x3 — коренi рiвняння x
3 − 2x2 + 7x− 1 = 0.
3. x3 − 2x+ 3 = 0; n = 7.
4. (x1 + x2 − x3)
3 + (x1 − x2 + x3)















1. y1 = x
2
1x2x3, y2 = x1x
2
2x3, y3 = x1x2x
2
3, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 + ax2 + bx+ c = 0.













x1, x2, x3 — коренi рiвняння 2x
3 + 6x2 − x+ 1 = 0.
3. x3 − x− 3 = 0; n = 7.
4. (−x1 + x2 + x3)(x1 − x2 + x3)(x1 + x2 − x3).
5.
{
x4 + x2y2 + y4 = 91;














, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 + ax2 + bx+ c = 0.









, де x1, x2, x3 —
коренi рiвняння x3 − 3x2 + 5x− 2 = 0.


























10(x4 + y4) = −17(x3y + xy3);
x2 + y2 = 5.
Варiант 5












3, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 + a1x
2 + a2x+ a3 = 0.












, де x1, x2, x3 — коренi
рiвняння x3 − 5x2 + 2x− 8 = 0.
3. x4 − 3x+ 1 = 0; n = 5.






























, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 + ax2 + bx+ c = 0.









, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 − 2x2 + x− 6 = 0.
3. x3 − x− 3 = 0; n = 7.
4. (2x1 − x2 − x3)(2x2 − x1 − x3)(2x3 − x1 − x2).
5.
{
x2 + y2 − x− y = 102;
xy + x+ y = 69.
Варiант 7
1. y1 = x1 + x2, y2 = x1 + x3, y3 = x2 + x3, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 + ax2 + bx+ c = 0.
2. f(x1, x2, x3) =
x21
(x2 − 1)(x3 − 1)
+
x22
(x1 − 1)(x3 − 1)
+
x23
(x1 − 1)(x2 − 1)
, де
x1, x2, x3 — коренi рiвняння x
3 − 3x2 + 5x− 2 = 0.
3. x3 − x+ 8 = 0; n = 6.













x3 + x3y3 + y3 = 17;
x+ xy + y = 5.
Варiант 8
1. y1 = x1x2 + x3, y2 = x2x3 + x1, y3 = x1x3 + x2, де x1, x2, x3 — коренi
рiвняння x3 + ax2 + b = 0.












, де x1, x2, x3 — коренi
рiвняння x3 − 3x2 + 3x− 7 = 0.
3. x3 + 3x2 − 1 = 0; n = 7.



















x3 + y3 = 35;
x2y + xy2 = 30.
Варiант 9












3, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 + ax2 + bx+ c = 0.























, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
2x3 + x2 − 3x− 2 = 0.
3. x3 + 3x− 4 = 0; n = 6.







9(u4 + v4) = 17(u+ v)2;
3uv = −2(u+ v).
Варiант 10
1. y1 = x1 + x2 +1, y2 = x1 + x3 +1, y3 = x2 + x3 +1, де x1, x2, x3 — коренi
рiвняння x3 + ax2 + bx+ c = 0.




+ x3(x1+x3+x1x3)(x2+x3+x2x3) , де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 − 2x2 + 3x+ 1 = 0.
3. x3 − 5x2 + 1 = 0; n = 6.
4. (x1 + x2)
3 + (x1 + x3)




x2 − 3xy + y2 = −1;











, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 + a1x
2 + a2x+ a3 = 0.









, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 + 4x2 − 3x− 2 = 0.
3. x3 + 3x− 1 = 0; n = 7.



















x2 + y2 = 34;











, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 + bx2 + cx+ d = 0.
2. f(x1, x2, x3) =
x1
(x1 − x3)2(x1 − x2)2
+
x2




(x1 − x3)2(x2 − x3)2
, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння x
3 + x2 + 4x− 6 = 0.














x4 + 6x2y2 + y4 = 136;











, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння





























x1, x2, x3 — коренi рiвняння x
3 − x2 − 4x+ 2 = 0.
3. x3 + 3x2 − 3 = 0; n = 6.
4. (x1 − x2)
4 + (x1 − x3)




x4 + y4 = 97;
x+ y = 5.
Варiант 14
1. y1 = x1x2 − x3, y2 = x2x3 − x1, y3 = x1x3 − x2, де x1, x2, x3 — коренi
рiвняння x3 + bx2 + cx+ d = 0.
2. f =
x21
(x1 + x3)(x1 + x2)
+
x22
(x2 + x3)(x1 + x2)
+
x23
(x1 + x3)(x2 + x3)
, де
x1, x2, x3 — коренi рiвняння x
3 − 4x2 + 3x+ 3 = 0.
3. x3 − 4x+ 2 = 0; n = 7.



































, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 − ax2 − bx− c = 0.














де x1, x2, x3 — коренi рiвняння x
3 − 4x2 + 2x− 5 = 0.
3. x3 − 2x2 + 5 = 0; n = 6.
4. (x1 + x2 − 2x3)
3 + (x1 − 2x2 + x3)




x2 + y2 + x+ y = 92;














, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 + a1x
2 + a2x+ a3 = 0.
2. f(x1, x2, x3) =
(x2 − 1)(x3 − 1)
x21
+
(x1 − 1)(x3 − 1)
x22
+
(x1 − 1)(x2 − 1)
x23
, де
x1, x2, x3 — коренi рiвняння x
3 − 3x2 + 5x− 2 = 0.
3. x3 + x− 2 = 0; n = 7.
4. (x1 + x2 − 3x3)
3 + (x1 − 3x2 + x3)




2(x+ y) = 5xy;
8(x3 + y3) = 65.
Варiант 17
1. y1 = x
2
1 − x2x3, y2 = x
2
2 − x1x3, y3 = x
2
3 − x1x2, де x1, x2, x3 — коренi
рiвняння x3 + ax2 + bx+ c = 0.









, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 − x2 + x− 4 = 0.
3. x3 − 4x2 + 1 = 0; n = 6.
























xy + xz + yz = 27.
Варiант 18
1. y1 = x
3
1, y2 = x
3
2, y3 = x
3
3, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 + bx2 + cx+ d = 0.












, де x1, x2, x3 — коренi
рiвняння x3 − 4x2 + x+ 7 = 0.
3. x4 + x3 + 2 = 0; n = 5.





+x34(x1x2 + x1x3 + x2x3).
5.
{
4(x+ y) = 3xy;
x+ y + x2 + y2 = 26.
Варiант 19
1. y1 = x
2
1 + x2x3 y2 = x
2
2 + x1x3, y3 = x
2
3 + x1x2, де x1, x2, x3 — коренi
рiвняння x3 + ax2 + bx+ c = 0.












, де x1, x2, x3 — коренi
рiвняння x3 − 6x2 + x− 2 = 0.
3. x3 + x2 + 4 = 0; n = 6.















x3 + y3 = 8;

















, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 + ax2 + bx+ c = 0.















, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 + x2 − 3x+ 1 = 0.
3. x3 + 2x− 6 = 0; n = 6.




















x2 + y2 + z2 = 6;
x3 + y3 + z3 − xyz = −4;
xy + yz + xz = −3.
Варiант 21
1. y1 = 2− (x1 + x2), y2 = 2− (x1 + x3), y3 = 2− (x2 + x3), де x1, x2, x3 —
коренi рiвняння x3 + a1x
2 + a2x+ a3 = 0.









, де x1, x2, x3 — коренi
рiвняння x3 + 2x2 + 2x− 1 = 0.
3. x3 − x+ 7 = 0; n = 7.
4. x31(x2 + x3 + x4) + x
3
2(x1 + x3 + x4) + x
3
3(x1 + x2 + x4) + x
3
4(x1 + x2 + x3).
5.
{
x+ y + xy = 7;





+ x2x3, y2 =
1
x2
+ x1x3, y3 =
1
x3
+ x1x2, де x1, x2, x3 — коренi
рiвняння x3 + bx2 + cx+ d = 0.









, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 − x2 + 4x− 3 = 0.



























x+ y + z = 0;
x2 + y2 + z2 = x3 + y3 + z3;
xyz = 2.
Варiант 23
1. y1 = x1 +x2− 1, y2 = x1 +x3− 1, y3 = x2 +x3− 1, де x1, x2, x3 — коренi
рiвняння x3 + ax2 + bx+ c = 0.









, де x1, x2, x3 — коренi
рiвняння 2x3 + x2 − 3x− 2 = 0.
















(x2 + 1)(y2 + 1) = 10;

















, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 + bx2 + cx+ d = 0.















, де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 + x2 − 5x− 7 = 0.
3. x3 + 2x2 + 3 = 0; n = 6.
4. x31(x2 + x3) + x
3






x+ y + z = 6;
xy + yz + zx = 11;














−1 , де x1, x2, x3 — коренi рiвняння
x3 − ax2 − bx− c = 0.
















x1, x2, x3 — коренi рiвняння x
3 − 4x2 + 3x+ 1 = 0.















x5 + y5 = 33;
x+ y = 3.
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